Matematikk S2 Derivasjon

Allmenningens tragedie
| boka Siffer skriver Jo Rgislien at verden gar ad undas — det er enkel matematikk. Han beskriver
allmenningens tragedie som du ogsa kan lese om pa Wikipedia. Du far en forklaring pa hva det er,

men ingen matematisk modell. Den skal du fa her. Ved a derivere vil du se at det kan bli feil for alle
nar hver enkelt tenker pa seg selv. Eksempelet er hentet fra professor Matthew Jacksons
forelesninger i spillteori ved Stanford University.

| en landsby ved en innsjg bor det et antall (n) fiskere. De kan alle velge hvor lang tid de vil bruke til

a fiske hver dag:

e & ertiden fisker i velger & fiske hver dag

e s3 hver dag bruker n fiskere til sammen tiden a+a,+a,+...+a, = Zai
i

Den sammenlagte tiden som brukes til  fiske hver dag, har fglgende konsekvenser:

e Jo mer tid som gar med til 3 fiske, desto st@rre blir fangsten
e Jo stgrre fangsten blir, desto st@rre blir overfiske og utarming av fiskebestanden

| en forenklet modell er fiskebestanden over tid og en fiskers fangst er gitt ved funksjonene:

e Bestanden over tid er gitt ved (1000 - Z aij
e Fisker ] fanger a, (1000— Zai ] , som er en funksjon av fiskebestanden og tiden han fisker.

Sa hva er det beste en fisker kan gjgre? Jo, a finne maksimum av fangsten sin som funksjon av den

tiden han kan velge a bruke. Vi deriverer med hensyn pa @, og setter den deriverte lik null:

j#i IEdl j#i

f(a)=a (1000—[6\i +ZaJJ=ai :1000-a, -8, —3;- » &, =—a/ +[1000—Zaj]-ai

f'(a) =—2a, +1000- > a,

j#i

f'(a)=0«<—-2a +1000-> a, =0< g, :500—%-Zaj

j#i j#

Dette er hver enkelt fiskers beste valg. Sa hvis alle gjgr det samme, @ = a, ,farvi

(n-1)

a*=500—(”—2_1)~a*@a*+@-a*=5oo@a*-(1+

a*.(MJ:mo@a* :500.(LJ:@
2 n+l) n+1

j=500
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Fangsten til hver enkelt fisker blir dermed

f[1000) 1000 1000 — 221000 1000(1000__ 1000)221000[1000 n-+1__n_1000]
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

~1000° (n+1-n)_1000° 1 (1000
n+1\{ n+l1 n+l n+l (n+1

Hva skjer dersom fiskerne kommer sammen og blir enige om en kvote pa fangsten? | stedet for 3
maksimere hver for seg, maksimerer de for fellesskapet og gir hver fisker lik kvote:

f [ZaiJ=Zai -(1000—Zaij=—(zi:aijz +1ooo§i“ai
f '(Zaij:—z-(zi:aijﬂooo
f '(Zaijzo@—z-(iZaijﬂooozo@2-n-ai =1000

_500
n

Fangsten til hver enkelt fisker blir i dette tilfellet

2
f[sooj 500[1000 ZSOOJ 500[1000_ @j 500(1000 500) = 500
n n n n n n

Sa her kommer tragedien. Dersom 1000 fiskere optimaliserer hver for seg:

1
e Huver fisker bruker omtrent én tidsenhet hver dag (—188(3

e Hver fisker fanger mindre enn 1. (

1000\
1001

Dersom de blir enige om en optimal kvote:

500
e Hver fisker bruker en halv tidsenhet hver dag | ——
1000

i 500°
e Hver fisker fanger 250.
1000
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